XXXVI. 
SUL PRINCIPIO DI HUYGHENS 


«Nuovo Cimento » ser. 3%, vol. XXXI, 1892, pp. 244-255; vol. XXXII, 
1892, pp. 59-65; vol. XXXIII, 1893, pp. 32-36 e pp. 71-77. 


Avendo la Direzione di questo giornale desiderato un resoconto delle pubblicazioni 
di KIRCHHOFF, BELTRAMI, POINCARÈ, uscite recentemente, nelle quali si tratta del prin- 
cipio di HUYGHENS, pubblico la seguente lezione di un corso fatto in quest'anno sulla 
elasticità e l’ottica, la quale riassume i detti lavori. Per norma dei lettori, osservo che la - 
presente lezione faceva parte del capitolo sulle vibrazioni dei fluidi elastici, seguiva la teoria 
delle onde piane e sferiche, ed era premessa al capitolo in cui doveva esporsi la teoria di 
HELMHOLTZ, sui tubi sonori. L’applicazione all’ottica dei risultati ottenuti derivava imme- 
diatamente dalla dimostrazione che anche le vibrazioni trasversali nei mezzi isotropi 
dipendono dalla equazione differenziale (1). 

Prof. VITO VOLTERRA. 


1. L'equazione differenziale 
asl. E O 
(1) S e = a A> 0 
a cui soddisfano il potenziale di velocità ed il potenziale degli spostamenti 
di un fluido elastico vibrante, ammette l’integrale trovato da EULERO 


a fir + at) + q (r—at) 
r 


essendo r=}(x — x)°+(y— v)°+(e— 23)? e denotando con f e y due 
funzioni arbitrarie. Questo integrale corrisponde ad onde sferiche progres- 
sive e regressive il cui centro è il punto x, Yo Zə, le quali si propagano colla 
velocità 4. - 

Cambiando il centro e la funzione arbitraria ọ, otterremo infiniti inte- 
grali particolari della (1), e siccome questa equazione è lineare, così potremo 
avere un nuovo integrale sommando un numero qualunque di queste solu- 
zioni particolari. Si avrà dunque come integrale della (1) 


n 
(2) "= È, AA == 22) 
essendo 7; = | (x — + (y — yX + (z — 2)? e rappresentando con q; delle 
funzioni arbitrarie. Se queste funzioni saranno regolari, 9 e le sue derivate 
non avranno delle singolarità che nei centri x; y; 2;. 

Consideriamo il caso di due soli centri A, B. Siano x; y, 2, le coordi- 
nate di A, e si denoti con s, il segmento AB, con a, B, y i suoi coseni di 
direzione. 
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Le coordinate di B saranno allora 


Xa = X, F 05, ’ Ya = Y, + Bs, ’ Za = 2, + YS: 
quindi 
_ Paria) | Qalra at), 
ita Yı T Sa 
Si prenda 
— P1 = ls = ta 5 
Avremo 


ia be “sila nl i 


SI "a ri 


Facciamo ora avvicinare indefinitamente il punto B al punto A diminuendo 
s, e conservando costanti x, , y. Otterremo 


ver ¡2 ps re. pris d Mia) 


0, = lim 0 = lim Ya ri ds: ri 


== == 1 
$ =0 re 


A E o. GN Pr ¡AA i | 


rx A Fi 


Si trova in tal modo un nuovo integrale della equazione (1). Se esa- 

miniamo il moto corrispondente al potenziale di velocità 0,, si vede facil- 

mente che esso è un movimento che si propaga per onde sferiche il cui centro 
è il punto x, y, 27. Nello stesso modo calcolando 

d0, 

9, = ds, 


essendo s, una direzione eguale o diversa da s,, otterremo un nuovo inte- 
grale della equazione il quale corrisponderà ad un movimento che esso pure 
si propaga dallo stesso centro per onde sferiche. Si vede dunque che può 
ottenersi una generalizzazione dei moti che si propagano per onde sferiche 
prendendo per potenziale di velocità 
+ Lu 
S1 Asa: + dSp 

essendo 9 = q (r, —at)[r,, ed $, , s,: - -sp p direzioni arbitrarie. Se ammettiamo 
la funzione ọ regolare, avremo che 0, sarà una funzione regolare in tutto 
lo spazio, escluso il punto 7,= O. Seguiteremo a chiamare questo punto 
il centro delle onde sferiche, senonché lo diremo un centro multiplo di 
ordine f, per distinguere il caso in cui il potenziale di velocità è 0, e in cui 
diremo che il punto 7,= 0 è un centro semplice. Un centro multiplo è 
caratterizzato non solo dalla sua posizione, ma anche dalle ¿p direzioni 
s,S2-**Sp. In particolare un centro doppio sarà caratterizzato dalla sua posi- 
zione e dalla direzione s, secondo la quale si sono avvicinati indefinitamente 
i due centri semplici che lo costituiscono. 


2. Nelia formula (2) distinguiamo la funzione arbitraria corrispondente 
al centro x; yi zi, scrivendola 


Pili — at) = Q (Xi Yi , 25 , 11 — al). 
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Avremo allora 


n 
LT G (ti, Yi 25 „fi — at) 


Invece di considerare una somma come la precedente che corrisponde 
ad un numero finito di centri, consideriamo una espressione analoga corri- 
spondente ad un sistema continuo di centri distribuiti in un certo spazio 
a tre dimensioni S o sopra una superficie © o una linea s. Otterremo in tal 
modo le funzioni 


Oley a) AMA 
g 


y t) = PERA do lr (RO + ET) 


o 


Olx, yz, A) = PEDIA q, 

$ 
in cui č, n, $ denotano rispettivamente le coordinate dei punti dello spazio 
S, o della superficie a, o della linea s, di cui dS, do , ds sono rispettivamente 
gli elementi di volume, d’area o di lunghezza. 

Le funzioni così trovate soddisfaranno evidentemente, in tutti i punti 
esterni agli spazî S , c , s , la equazione differenziale (1), quando si ammetta 
che le funzioni q (&, n, © , /) abbiano rispetto ad / la derivata seconda finita 
e continua. Analogamente potremo ottenere infiniti altri integrali della 
equazione (1) considerando, invece delle distribuzioni continue di centri 
semplici, delle distribuzioni continue di centri multipli in modo che si abbia 


af ; di o(E,n,bt,7— dt) 
Ur E) q pia cha 3 A Jaz 


in cui 2 denota uno spazio a una, due o tre dimensioni. Si noti che in 
questa formula le derivate rispetto a s,s,:--Ssp vanno eseguite ritenendo 
p(E,n,t,7 — at)/r come funzione di s, s,- + «sp per mezzo di»; cioè le č, n, Y 
che compariscono esplicitamente in q vanno considerate come costanti nel- 
l’eseguire le dette derivazioni. 

La 0 così ottenuta soddisfarà evidentemente l'equazione differenziale (1) - 
in tutti i punti esterni allo spazio 2. 


3. Delle infinite funzioni che si possono costruire in questa guisa noi 
esamineremo in particolare le seguenti: 
1° le distribuzioni di centri semplici entro spazî a tre dimensioni; 
2° le distribuzioni di centri semplici sopra superficie; 
3° le distribuzioni di centri doppî sopra superficie; essendo le dire- 
zioni corrispondenti ai centri doppî normali alle superficie stesse. 
È evidente l'analogia fra la teoria che andiamo ora svolgendo e quella 
della funzione potenziale newtoniana. In questa ultima teoria si ha la fun- 
zione potenziale elementare 1/7, e da essa si ricavano le funzioni potenziali 
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dei corpi a tre dimensioni, delle superficie e dei doppi strati. Queste fun- 
zioni sono simili a quelle che si ottengono-dalle distribuzioni che vogliamo 
esaminare. Affinché queste ultime funzioni si riducano alle dette funzioni 
potenziali, basterà supporre che ọ (č, n, ;/) sia indipendente ‘da Z. Allora 
ọ rappresenta la densità. 


4. Cominciamo dall'estendere la formula di PoISson (Vedi BETTI, Teo- 
rica delle forze newtoniane, Cap. I, $ IX). A tal fine ammettiamo che la 
funzione ọ (č, n, ©, /) oltre ad avere la derivata seconda rispetto ad / finita 
e continua goda rispetto a č, n, delle proprietà richieste. affinché consi- 
derata come una densità (cioè ritenendo / costante) si possa applicare il teo- 
rema di POISSON. Si ha 


oa A dvd aa A de! 
s i $ é 


O ADS 


g 7 
Posto 
| ERE a (Es N, E; — at) IRE o(E,n,t,r—-ath-o(E,mn,;t, — at) 
o, e cai ri Ra ME 
risulterá 


0=0,+0,. 


Ora supponendo # costante, 0, è una ordinaria funzione potenziale, 
quindi per le condizioni poste, a cagione della formula di PoISSON, 


A,0,=—4r9(x,y,5,— at) 
essendo x,y,z un punto interno allo spazio S. 
Poniamo 
d d? 
TREED , m = oE, tA. 
i La funzione 
Goti nr cane o 69, 9 — at) 


(in cui 1>%>>0) è finita e continua anche per &= x, n=y, [=zx. 
Derivandola si otterrà 


IG _((E,n,t,7—- at) ẹ (E, n, E, r —at)— o (E, n, 6, —at)y Or 
A AE 


Y 72 dx 


— pira e 
r dx 


= (1-9)9,€,n,09r dd | (13859 


quindi 2G/èx è finita anche per =x, n=y, =z. 
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‘Analogamente si vede che anche 2G/3y , 2G/32 godono delle stesse pa 
prietà. Derivando nuovamente la (3) avremo 


FG =0—99 E 18 dr —a) a bn, cm 1) 


x 


73. 


=O pE, nt dr 235 


+ (E AURA M smi ei Cate (E, Zehr, 


quindi è° G/2x°, può tutto al più divenire infinita del 1° adine per &'==, 
n=y,t=z. Lo stesso può dirsi pér 2° G/3y?, è° G/è2°. Dalle formule pre- 


cedenti segue che 0, = Gas e le sue derivate prime e seconde sono fun- 


zioni finite e continue, e che per calcolare il A?0,, basta applicare la regola 
di derivazione sotto il segno. Si otterrà dunque 


or 


A? 0, aia A'9+24(9,3 -\{gs= SEGA r+2atr) +2 Za (7,7) 4s. 


Ma 

AF 1 , Ar = 2 ) midi de; 

r z Y 
quindi 
barra? di fe: > ot APY ES Ae PR I 020 
A° 0, = [+ dr? dS= r. a? 3? dS = a? 3t? A ETS 

S S S 

Ne segue 
il ce ir da + 
vale a dire ` 
320 í 

(4) ag OR aaa A CRE AT —at) 


in tutti i punti sy dello spazio S. 
In questa formula consiste la generalizzazione cercata della formula 
di POISSON. 


5. Passiamo ora ad esaminare una distribuzione superficiale di centri 
semplici. Ammettiamo la superficie senza punti singolari e supponiamo che 
ọ (E, n, t,/) considerata come funzione di č , n, © (Z ritenuto costante) goda 
delle proprietà che si attribuiscono alle densità superficiali nella teoria delle 
forze newtoniane (vedi BETTI, op. cit., $ VIII); supporremo inoltre, come 
precedentemente, che essa ammetta la derivata seconda rispetto ad / finita e 
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continua. Sarà quindi applicabile anche in questo caso la formula (3). Si avrà 


y ra, = EAS o a 


o 


O p(E,n,t, —at) P(E,n,t,7—-at)—p(E,n,t, — at) 
=Í 7 do+ | "FA © A ae RR | do. 


Posto 


e [LEE , e fr EME nt y, 


Pai 


potremo scrivere 
(5) 0=0,+0,. 


Chiamiamo x, e 2, le normali alla superficie o dalle due parti di essa, le cui dire- 
zioni sono quelle secondo le quali ci si allontana dalla superficie stessa. Si avrà: 


(6) a 


La funzione G che comparisce sotto al segno d’integrazione nella espres- 
sione di 0, e le derivate 2G/əx , AG/èy , XG/è2 sono finite (vedi formula (3)) 
anche perx=&,y=,z=%; quindi 0, e le sue derivate prime si man- 
tengono finite e continue anche attraversando la superficie o. Dalle (5) e (6) 
si deduce dunque: 


= — 4T (x,y,2,—at). 


20 20 
(7) Tata TATO Y y2, m at). 


(Cfr. la formula (6) del paragrafo citato del BETTI). , 


6. Consideriamo finalmente una distribuzione di centri doppî sopra 
una superficie c, disposti normalmente ad essa. Avremo 


I 


"i Ba 
d Nb, 7 — at SERE 
0=/% eE e P do= fp, n,%,r— at) 3 do + pini ha SA 
il 3 o o 


r òr ðn 
JE | 
=/9,0,%,—al) 37 de 
o 


q mmm l |. — 


or r 


+2 em AAT Lat. dò 


essendo x normale a o. 
Posto 


0,=fo@,n,t,— a) do, 


AE: ART cri O Tondi LI A do 


J [rss tr r 
o 
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risulterá 


0 = 0, + 0,. 


Ora 0, (supponendo # costante) è una funzione potenziale ordinaria di 
un doppio strato; quindi ammettendo che 4 (£,v7,1,/), considerata come 
funzione di €, n, ©, goda delle proprietà che si attribuiscono alle densità dei 
doppî strati (BETTI, op. cit., $ XII), avremo 


(8) (0). Ta (0); Tu 4 TP (x y gli at), 


denotando con (0,). il valore che prende la funzione 0, nel punto x,y,z 
dalla parte di o da cui esce la direzione positiva di x e con (0,); il valore di 
0, nello stesso punto x,y,z, ma dalla parte di o da cui entra la direzione 
positiva di 7; mentre 


(9) Gai) 


Avremo poi che la funzione 


H = E 0 CEA 
A a r r dn 


è finita anche per x = č , y = \, z = Ŭ. Infatti può scriversi 
I° ər 
= [p (6, n, E r — a) — p E, n, E Ir al 

2 

=(1—99.(E,1,8,9,7—at) 


Ne segue che 0, = f H do si conserverà continua anche attraversando la 


superficie c. 
Avremo poi 


2H a a ha 96 m7) aE aiaa 1 dr o 
Ar dr r 7° da da 
«[E91 EA 
ər? r Or y? + de de 


op P(E,mit,r—-at) —p(E,m,t,— at) e dr 
A nere 


=[-2(1—9)0,€,n,0.9:7— +ntr) 20 Ar 


dx n 


+ (1-99. (E, n, A ET E a 


on ` 
Quindi 2H/3x potrà al più divenire infinita del 1° ordine per x = £, 
y=n,z=. Lo stesso vale evidentemente per èH/3y , 3H/èz. Se ne conclude 


che anche le derivate prime di 0, si manterranno continue attraversando 
la superficie o. Dunque 


(0) en (0): = 0 y ( Es )- 5 pes =0 
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e per conseguenza, tenendo presenti le (8), (9), 


i 


(0). — (0); =479 (É, 1, C, — at) 
Eine 


7. Veduta così mediante le formule (4) (7) (10) la estensione della teoria 
ordinaria della funzione potenziale alle distribuzioni continue di centri sem- 
plici e doppî, ricordiamo che la formula di GREEN conduce immediatamente 
al teorema seguente: Ogni funzione armonica © regolare entro uno spazio s 
può ritenersi come la funzione potenziale di una superficie e di un doppio 
strato distribuiti sul contorno o. 


(10) 


Infatti se V è una funzione armonica regolare entro S, la formula di 


GREEN dà (Vedi BETTI, op. cit., $ XI form. (8)) 


I 


y st he aV 1), 
(11) Matn Ey morta Ie 


in cuir=V/(4—E* + n) + (e — è)? (essendo È, n, (il punto variabile 
sopra la superficie o) e in cui 2 è la normale (interna ad S) alla superficie 
stessa. Ponendo 


dV 


SI =‘ i —& 396,9 


la formula precedente diviene 


2E 


V&,y,5)=/fE, n) dot fo č, n 7d 


la quale mostra chiaramente il significato che abbiamo attribuito al teorema 
di GREEN. 

Sovrapponiamo ora nel contorno c dello spazio S due distribuzioni di 
centri semplici e di centri doppî normali a c. Otterremo in tal modo 


(12) 0,92, = PEREA da p fA LEE q, 


La funzione 0(x,y,z,f) soddisfa evidentemente in tutti i punti interni 
ad S l'equazione (1). Proponiamoci ora di vedere se il teorema precedente- 
mente enunciato per le funzioni armoniche può estendersi agli integrali 
regolari della (1), cioè se tutte le funzioni regolari entro S che soddisfano la 
(1) possono porsi sotto la forma (12). 

Per ottenere questa estensione seguiremo un procedimento analogo a 
quello col quale nella teoria della funzione potenziale si giunge alla formula (11) 
partendo dal iemma di GREEN. 


(1) Per funzione armonica intendiamo una funzione che soddisfa la equazione diffe- 
renziale A? = O. 
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Se Y e y sono due funzioni regolari entro il campo S, limitato dal con- 
torno 6, il. detto lemma ci dà 


ə 2 à ó 
ME — FP y) do Lon 1 — yA Y)dS. 
o 
Supponiamo ora che si abbia 


Solto A db Mi DL AN +X(x,y,2,f)=0; 


ot ol 
allora etti precedente diviene 
(13) f(x viaria — Fajas [CP XY 25 
o ; S 
=} a f(a E È y)dS— > MERDES 


Se prendiamo y = f (+ + at)/r, ove con r si denotano le distanze contate 
da un punto fisso xə, Yə, 2, interno allo spazio S, questa funzione non sarà 
regolare nel punto x; , Yo, Zo stesso, mentre se f è una funzione regolare, tale 
sarà y in tutti gli altri punti di S. Volendo dunque applicare la (13) biso- 
gnerà escludere il detto punto xo, Yo, Zo. Faremo questo mediante una sfera 
œ avente il centro in xo, Yo 2o ed il raggio R. Chiamando quindi S’ lo spazio 
S da cui si sia tolto lo spazio racchiuso entro la sfera ©, si avrà, osservando 
che X =0, 


(14) JE fir + at) i (ft dr 


x festa 2 et), do +3 [Y LEEA gg 
¿ 


i 
E 


Consideriamo ora in particolare il secondo integrale del primo membro. 
Chiamando da l'elemento della sfera di raggio 1, avremo 


do = R da, 
quindi il detto integrale potrà scriversi 


N LAA y {RIA | IRE pe 
J =y [ar aid 


vi TRA MONTE LOS (ATE 


onde facendo impiccolire indefinitamente R, 


(15) lim] =47Y (zo, Yo, Zo , t) f (at). 


R=o 
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La formula (14) potrà dunque scriversi, osservando che l’ultimo integraie 
del primo membro è proprio, 


i CAI 0 O a Via LA 


ato ga È aes Ti EE AA gs. 


Abbiamo ora 
1 


A 
E AS 


dna 


I 


+ at) + Sr o at) E + + Yfir +at) ES 


quindi 
rl 
cp 1 AA RELA 
srona ant] (Pla Tn HL Es + ano 
È) “ra 2 
E E EAEE y 2 a ys 
S $ 


Pa S EVIE + do]. 


Suppongasi che la funzione f (x) che per ora abbiamo lasciata indeter- 
minata si annulli per tutti i valori delllargomento: superiori ad un certo 
limite N e per tutti quelli inferiori al limite — N; allora moltiplicando ambo 
i membri della equazione precedente per dí e integrando fra — co e + 00, 
il secondo membro andrà a zero, e per conseguenza otterremo 


(16) fa TY (T, Vo s203 t) f (at) dt 


faji de È AA Yi f(r+atdS=o. 
—o0 S 


Denotiamo con &, n, ©, le coordinate dei punti del contorno e e con x,y,2 
quelle dei punti di S. Le quantità che compariscono nei due ultimi integrali 
saranno 


(17) HoE. SALSA. (61 Et) 
(17) Y4=p(E,9,T,2) 

47). e e A 9,8) 

o OS Y=Y(,y,2,0 


WWWw.rcin.org.pl 


590 XXXVI. — Sul principio di Huyghens 


onde se nei due detti integrali poniamo in luogo di #, £ — Z , la loro somma 


diverrà 


œ 
E 


K Sfi hit aea EN aa 


(+ YE 12) 
—__/ (at) dS 


eO ni 
—00 S 


+ hEn t — Dí 


da 


frena) {|a 


r cr dn a 
i WEsn 812) 
Ora se rappresentiamo con > r la derivata presa rispetto 


y (Em, 2,12) 


ad » del rapporto i , ritenendo le ¿,7,1, che compariscono 


esplicitamente, come costanti e la sola 7 funzione di x (Cfr. il $ 2) avremo 


Ol ine! = idro sE sia SIE) Ed 


Y a) ðn r or on 


y, (E NIC pt) rappresenta invece la derivata di ple Ao e 2) rispetto 


ad x, ritenendo 7 costante e soltanto le ¿, 7, Y che compariscono esplicita- 
mente come funzioni di x [(Vedi formula (17)]. Per distinguere la derivata 
rispetto ad 7 presa in questa ipotesi, da quella che abbiamo indicata prece- 
dentemente col simbolo fən, la denoteremo col simbolo 3/87. Per conse- 
guenza 


frena) | A Re 
i pi Lit e hdi e) 


a? 


e la equazione (16) potrà scriversi 


ICE 4A TY (£o, Yo, o) Ê) fle fast] A 


Y 
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(PRA ler tl sa] ds 
$ 


0 
on ” 


Ora f (af) è una funzione arbitraria. Affinchè dunque la formula pre- 
cedente possa sussistere, bisognerà che si abbia 


inbena pt [fi (E) NERA pla] 


do 


r on r 


i di 
loo AA II 
d'onde i 
f AAA 
(18) "e Sp gap n de plo ea) 
Y EG Pla 7 
2 - le a] ( - a) ag. 


Questa formula è dovuta al BELTRAMI. Supponendo che Y sia un integrale 
della equazione 


220 


Ga A A 


Y si riduce eguale a zero, e si ottiene la formula di KIRCHHOFF 


A AC NA 


47 d n r 
o 


in cui si è posto x, y ,z in luogo di x,, Yo, Ze che compariscono nella formula 
precedente. 


Essa è appunto la generalizzazione della formula (11) che cercavamo. 
Si ponga 
I 
tEn, tt z) =9 (E, N, 6, r — at), 


Sp(E,7, i zi 
cri o A apando 


la (18°) potrà scriversi 


(19) U(x,y;2,2) = EE) y it de. 


r 
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Avremo quindi il teorema: 

Ogni funzione Y (x,y,2,1!) e n entro un campo caga S e che soddisfa 
l'equazione differenziale 

9? Y DI 

Papato #1 
potrà considerarsi come il potenziale di velocità (o come il potenziale degli 
spostamenti) dovuto a due distribuzioni sopra il contorno o: luna di centri 
semplici, l’altra di centri doppi normali a ©. stesso. 


8. Nello stabilire la formula (18) si è supposto che il punto x,y,z 
fosse un punto interno al campo S. Se il punto fosse esterno al campo la 
funzione f (r+ a?)/r sarebbe regolare entro tutto il campo stesso; quindi nel- 
l’applicare il lemma di GREEN non sarebbe più necessario escludere alcuna 
porzione di S. Nella (14) mancherebbe dunque l'integrale esteso ad © e perciò 
si giungerebbe alla formula 


pl qa A 
ria 7 cn done E 


Finalmente se il punto x,y,z facesse parte del contorno o, nella (14) 
dovrebbe limitarsi il secondo integrale che comparisce nel primo membro 
alla porzione della sfera w che giace nell'interno di S onde alla equazione (15) 
dovrebbe sostituirsi l’altra 


lim] =vb(x,y,2,0f (af), 
R=o 


essendo v ciò che si suol chiamare l'angolo visuale del contorno o relativo 
al punto x, y , z. Quindi in questo caso invece della (18°) avremo la formula 


I 


Mt la sp(E m8, 12) mE 


2 
(20) Mead kad ps ra 
o 


Questa formula comprende le due precedenti (18°) e (18”) quando si ritenga 
(come si suol fare ordinariamente) che l’angolo visuale di o rispetto ad un 
punto interno sia 47, e rispetto ad un punto esterno sia zero. 


9. Le formule trovate valgono quando c sia un contorno formato da una 
o da più superficie finite che limitano lo spazio finito S entro il quale la fun- 
zione Y è regolare e soddisfa la (1). Supponiamo ora che lo spazio S entro 
il quale la funzione y è regolare e soddisfa la (1), si estenda all'infinito e sia 
limitato a distanza finita da una o da più superficie chiuse il cui. insieme 
denoteremo sempre con c. Ammettiamo inoltre che la funzione V (x,y, 2,2) 
per tutti i valori di # inferiori ad un certo limite T sia sempre nulla. Si 
conduca col centro nell’origine una sfera Q di raggio R la quale includa tutto 
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insieme di superficie o e il punto x, y , 2, e consideriamo lo spazio S' limi- 
tato da c e da Q. Applicando la formula (18”) allo spazio S' avremo 


i z 
I ¿ \ a Aa A 
Y(x,y,2,1)=-=7 Pan r En (ion tie a r do 
AAA r | 
I 2 a 3 , , , r I 
paia ee Pitta cat 


chiamando £', y, © le coordinate dei punti di Q; 7° le distanze dei punti di 
Q dal punto x,y,z; N la normale ad Q diretta verso l'interno di S’. Con 
n si intenderà sempre la normale a o diretta verso l’interno di S. Si prenda 


il raggio della sfera (2 così grande che i valori i risultino tutti inferiori 
a T. Avremo allora che il secondo integrale contenuto nel secondo membro 
della formula precedente sparirà, onde la formula (18°) si potrà applicare 
anche nel caso in cui lo spazio S si estenda all’infinito. Il teorema precedente 
varrà dunque anche nel caso di uno spazio infinito limitato a distanza finita 
da una o da più superficie chiuse, quando si aggiunga la condizione che y 
si annulli per valori di £ inferiori ad un certo limite. 

Ammettendo sempre soddisfatte le condizioni stabilite in questo teo- 
rema, sussisterà anche la formula (18”) quando il punto x, y ,z sia esterno 
allo spazio S, ed in generale potremo scrivere la formula (20) considerando 
come contorno completo dello spazio S, l'insieme di superficie o e la sfera 
all' infinito. 


10. Sia Y (x,y,2,2) una funzione regolare di x,y,z,% in tutto lo 
spazio la quale si annulli per tutti i valori di £ inferiori ad un certo limite 
e soddisfi l’equazione differenziale (1). Consideriamo un punto qualunque 
x,y,z esterno ad una superficie chiusa c. A cagione della (18””) avremo 


z y 7 
a Lala | 


gr (dal z port 
o 


do. 


7 


(8,038,424) 


Ma, essendo y regolare anche nello spazio esterno a c ed annullandosi 
per valori di £ inferiori ad un certo limite, il secondo membro della formula 
precedente esprimerà il valore di | (x, y, 2,7). Se ne conclude che la fun- 
zione y è sempre eguale a zero. Quindi si avrà il teorema: una funzione rego- 
lare in tutto lo spazio che si annulla per valori di t inferiori ad un certo limite 
e soddisfa la (1) è sempre nulla. 


11. In tutto ciò che segue ammetteremo sempre soddisfatta la condi- 
zione che le funzioni y (x, y, 2,7) che si considerano si annullino per valori 


di ? inferiori ad un certo limite, anche quando non diremo questa condizione 
esplicitamente. - 


38 
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Ciò premesso i teoremi dei paragrafi precedenti 7, 9 potranno enun- 

ciarsi nel modo seguente. 

Abbiasi il moto di un fluido dovuto ad onde emananti da un sistema qua- 
lunque di centri. Per esaminare il moto in un punto qualunque potrà sempre 
sostituirsi ai centri dati un sistema di altri centri distribuiti sopra una super- 
ficie, o un sistema di superficie o qualunque che separi i centri dati dal punto 
in cui si vuol studiare il moto. 

Gli elementi relativi al moto (potenziale di velocità, potenziale degli 
spostamenti) in un dato istante nel punto che si considera dipenderanno 
dagli elementi relativi al movimento (potenziale degli spostamenti, di velo- 
cità, ecc.) nei punti delle dette superficie o in istanti anteriori. Per precisare 
tale dipendenza riprendiamo la formula di KIRCHHOFF sotto la forma 


(21) Y(x,y,2 ali» dE, NÓ i) 12 


I 


A Z, — ý, (E. ¡$ ES 


do. 


Supponiamo che (x , y , 2 , £) rappresenti un potenziale di spostamento; 
allora (vedi (17)) p- (č, 1, č, Z) rappresenterà il potenziale di velocità e 
Y, (£, n, C, 2) (vedi (17)) rappresenterà la componente dello spostamento nel 
senso normale al contorno o. 

Supponiamo invece che Y (x, y , 2 , 7) rappresenti un potenziale di velo- 
cità; in tale ipotesi Y, (E, 7, 7,7) sarà eguale ad a? O, essendo O il coeffi- 
ciente di dilatazione e y, (£, n, 6, 7) rappresenterà la componente normale 
a c della velocità nei punti di o. Potremo quindi enunciare la propo- 
sizione: 

Il potenziale degli spostamenti [potenziale di velocità] in un istante t 
nel punto M = (x,y, 2) dipende dal potenziale degli spostamenti [potenziale 
di velocità], dal potenziale di velocità [pressione, ovvero coefficiente di dila- 
tazione] e dalla componente normale a c dello spostamento [velocità] in cia- 
scun punto A di o in un istante t' anteriore all'istante t; e l'intervallo di tempo 
che decorre da t' a t è uguale ad rja, cioè è proporzionale alla distanza r 
del punto A del contorno dal punto M. 

Questa stessa proposizione, in una con la precedente, può enunciarsi 
con altre parole. 

Sia 9 (r + a?)/r il potenziale degli spostamenti [o di velocità] corrispon- 
dente ad un centro semplice: diremo che l'onda partita nell’istante # dal centro 


r = o è giunta nell'istante ¿ =? + Z nel punto 7, e tale onda è individuata 


dal valore q (— az”). 
Analogamente, nel caso di un centro doppio in cui il potenziale degli 


peer aos E (vedi il $ 1), diremo 


spostamenti [o di velocità] è ( > = 
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che londa partita nell'istante £ dal centro e che giunge nell’istante ¿ = # + È 
nel punto 7, è individuata dai valori 9 (— af”), 9 (— at’). 

Ciò premesso il teorema precedente potrà enunciarsi: Gli spostamenti 
[le velocità] del punto M = (x , y , 2) in un istante t possono considerarsi come 


dovuti ad onde partite dai punti A come centri negli istanti t' = t — Z e gli 


elementi che individuano queste onde sono il valore del potenziale degli sposta- 
menti [potenziale di velocità], del potenziale di velocità [pressione ovvero coef- 
ficiente di dilatazione], dello spostamento normale a c [velocità normale a o] 


nei punti A negli istanti t= tt . 


12. Supponiamo ora che o sia una sfera col centro nel punto x,y, 2. 
Prendendo la formula di KIRCHHOFF sotto la forma (21) dovremo porre 


or I 
mar. 71 y da 7° 
quindi 
"dint 2) 
Ataki — 1 de 


TERREA $ Y: (mt) 


pe LA 


do 


I 
+) 


e supponendo il raggio 7 della sfera = af 


: I da (E, 8,0) I d(E,n,t,0) pr (£,9,€,0) 
(22) P(x,y,2,t) = [Eno do + ANA A ii 


r 


Si consideri 
PETTO oi fY Ent ordas fY EN, 8,0) atda 
essendo a la sfera di raggio 1. Avremo 
AR č =| 


Ma 


dy 9 dy 3 oy 2 
Enola lar) atl de. 


E —=q 


y en ep 2%: 
ca +8 de | dt ( 


3E ep m ay rid 
(at) T Ifat T AE ses) 


=a( YE] AAA Sun a 2 2E 3 mu I 
AI dr + on A A > ee g +)= —ad, (€ ,1n,T,0); 
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quindi 
LA pen raison Safty, N€, 0)— (Č, N, C, O0)at}da 


p(6,n,6,0) pr (ENO) do 
r3 r 


onde tenendo presente la (22) 


(23) Play, 2,0) = 5 pra f tna 


Siccome i punti È , n, Í appartengono alla sfera di raggio af e di centro 
X,Y ,Z, potremo scrivere 


¿=x+atsenocosp , n=y+a/senwseng , =g + afcos® , 


do = 7° sen œ du de = a? £ sen O do de, 


onde 
(24) Y(1,y,2,1) 
i| fafa: d,(x+atsenocosp, Y +atsen oseng, s4 atcost, 0) ¿sen © 
9 n 
TAE Da 


Je) E A FOCOS A a 2+atcos®, ojżsenoļ. 


o 


13. La formula ora ottenuta è dovuta al Poisson. Essa ci dà l’integrale 
generale della equazione differenziale (1), giacché ci esprime la Y (x,y 2,5) 
mediante Y (x,y,2,0) e (3), . Verifichiamo direttamente il risultato che 

=0 
abbiamo ottenuto come caso particolare della formula di KIRCHHOFF. 

Dimostriamo cioè direttamente il teorema: 

Essendo ® (x , y , 2), D (x,y, 2) due funzioni arbitrarie finite e continue - 
insieme alle derivate prime e seconde, la funzione 
(25) d(a,y,3,8) 

n “i I 
LATE [ de | do ®, (x + at sen w cos q, y + at sen w sen ọ , Z + afcosw)fsen® <- 
od 


2% 


rr qa feo [ded + atsen o cose, y + atsenoseno, z + at cos 0) £ sen © 


gode delle proprietà seguenti: 
1° soddisfa l'equazione differenziale 


== =4 Ay 


(26) 
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2° soddisfa le condizioni 
P (£, Y, 2, bi. 0 (x,y,2) 
(SE) = D 7,9) 


Cominciamo dal provare che 


(27) Y (x,y, 2,8) 


= Ti do | de O, (x + a? sen w cos ọ , y + at sen seno, z+ at cos W) ¿sen w 


seddisfa l'equazione (26). 
Si ponga per semplicità 
(28) ¿=x+atsenucosp , n=y+ at sen o sen o, UÚ=z+atcosw, at=r 
e si chiami « la sfera si raggio 1. Allora potrà scriversi 
(29) Yy N= fn, da 


e derivando rispetto a / 


2 i Pd PE 
C a ARIUN OLA GERE E| GOEN, Cda. 


Ora 


ifara En Odama 0,6 Odam 70,6 1, dom (410,68 


S 


, chiamando o la superficie sferica di raggio 7 e S lo spazio in essa racchiuso. 
Quindi 


ay 


+ 2 
TI 15) 9:51, Oda + 77 fA 0,45; 


a 


derivando nuovamente rispetto a £ troveremo, 


9 W (x,y,z, t) di è 2 A Las 
sa = aa dn) nti To lea P, 45. 
Ma 


mn 
a Le 


79€ 10%= 5 /50.6,2,0 do 


e perciò 


Y (x,y,2,£) a | a Sp i 
di r N Js D,dS| 


E 7/00. dS = -i 7/00. dS. 
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Abbiamo ora, chiamando p il raggio vettore, 


fa 0, dS = fo do fa: 0, da ns fe de fard, da 
$ o a o~ a 


quindi 
S a 


È [A D, dS = ar | AO, da 


2 fno, da = EL fiO, do. 


d'onde 
(31) SIAE Es 
Il A? che comparisce nelle formule precedenti è 
a cagione delle (28) avremo evidentemente 
Stiri pt 


onde l'operazione A” potrà essere permutata con l’operazione f e quindi 
a 


2 á 2 A2:l) 
A ra AGLIETTA CDD 


ey (Eo EINE Ls 


at? 
Facciamo nelle (29), (30), (31), #= 0, si troverà 
Y ESA » {to =0 
I 
Jami ya far. 


| (32°) 
i y (x,y,2,1) 
(32) ( (32) | 97 
mm 2? $ , , Rd 
\ (33°) | y T: Eng La da 


Si ponga ora 
9,9, 2,2) 


2 
de D (x + afsen O) cos y, y Fat sen wsen 9 , z+ af cos w)źsen o. 


i I ~ 
= fd 
Questa funzione sarà perfettamente analoga alla (27), solo invece di 
dipendere dalla funzione arbitraria ®, dipenderà da O. Essa godrà quindi di 
tutte le proprietà analoghe a quelle della (27) e perciò essa pure soddisfarà 


i l'equazione (26) e (vedi (32)) 
| | VA a 0. 
A =0(x,y 2) 


ol 


dad! o 
RAI O. 


(33) 
| ere, 
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Ma noi abbiamo (vedi (25)) 
, 3 ” 
Y(x,y,2,1)= Y (£Y 2:5) + zË ERDRE IOF 
. dunque anche Y verificherà la (26) e a cagione delle (32) e (33) sarà 


Ù (x Vr r Limo = D(£,Y; 8) 


Op (1,932 :2) == 
[SELLA =® (1,715) Ca E); D: 


Relativamente al significato della formula di Poisson basta riferirsi 
a quello che si disse riguardo alle formule di KIRCHHOFF (vedi il $ 11). Quindi 
ogni qual volta si valuta il potenziale degli spostamenti e il potenziale di velo- 
cità mediante la formula di POISSON, ciò significa che si riguarda il moto in un 
punto A in un dato istante t come dovuto alla sovrapposizione di un doppio 
sistema di onde partite nel tempo iniziale dai punti di una superficie sferica di 
raggio at, col centro in A, le quali sono individuate dagli elementi relativi allo 
stato di moto dei punti della superficie sferica nell origine dei tempi (*). 


(*) Nell’originale di questa Nota è qui preannunciata una « continuazione » che non 
figura in alcuno dei successivi volumi del « Nuovo Cimento ». [N. d. R.]. 
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